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不完全概率信息的压杆稳定可靠性鲁棒设计
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摘 � � � 要: 将可靠性设计理论和鲁棒设计方法相结合, 讨论了不完全概率信息的压杆稳定可靠性鲁棒设计

问题,提出了稳定可靠性鲁棒设计的计算方法. 把可靠性灵敏度溶入可靠性优化设计模型之中, 将稳定可靠性

鲁棒设计归结为满足可靠性要求的多目标优化问题. 在基本随机参数的前四阶矩已知的情况下, 通过计算机

程序可以实现不完全概率信息的压杆稳定可靠性鲁棒设计, 迅速准确地得到不完全概率信息的压杆稳定可

靠性鲁棒设计信息.
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Abstract: Based on the reliability design theo ry and the robust design m ethod, the relia�
bility�based robust design of compressiv e bar under incomplete probability informat ion w as

ex tensiv ely discussed, and a numerical m ethod for stable reliability�based robust design w as

proposed. The reliability sensit iv ity was added to the reliability�based opt imizat ion design

model, w hile the stable reliability�based robust design w as described as a mult i�object ion op�
t imizat ion. If f ir st fo ur m oments of basic r andom variables have already been know n, the com�
puter prog ram can be used to obtain accurately and quickly the stable reliability�based robust

design informat ion of compressive bar under incomplete probability inform ation.
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� � 由于设计参数和结构参数的不确定,在当前

的机械结构设计中常常将几何参数、材料特性和

载荷等作为不确定来处理.可靠性设计理论和鲁

棒设计方法是非常先进的设计思想, 由于这些方

法对于提高产品质量和保持产品性能的稳定性方

面具有非常重要的作用,因此具有广阔的应用前
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景.现在可靠性(优化)设计[ 1�3] 、可靠性灵敏度技

术[ 4�6]和鲁棒设计 [ 7�8] 在理论上和方法上都达到了

一定的水平,并在应用中取得了一定的经济效益.

任何一种工程结构, 其可靠性都会受到一些因素

影响,要么尽可能消除这些因素,要么尽量降低这

些因素的影响. 在实际工程中,实现消除这些影响

因素往往是很难的, 即使能够消除也需要花费很

大的代价,可见这不是首选的方法;而降低这些因

素的影响却是相对容易和代价低的方法,也就是

使工程结构的可靠性对这些因素的变化不十分敏

感,根据这种指导思想,发展一种可以提高工程结

构安全可靠性和鲁棒稳健性的工程设计方法是十

分必要的.

目前,机械结构的可靠性鲁棒设计方法
[ 9�10]

已有所研究,这种研究假定设计变量和设计参数

服从正态分布. 然而由于工程实际的复杂性和统

计数据的相对缺乏, 使得设计变量和设计参数的

分布概型很多, 各种设计参数服从多种形式的概

率分布,有些完全不服从正态分布,可见单纯使用

正态分布的可靠性鲁棒设计方法会带来一定的误

差,甚至有时得不到理想的设计结果.对于随机变

量服从非正态分布的可靠性灵敏度设计问题, 人

们大多采用两种方法来处理. 一种方法是 Rosen�
blat t变换方法[ 11] . 另一种方法是 Rackw itz 和

Fiessler 提出的当量正态转化法
[ 12]

, 可把非正态

随机变量变换为等价的正态随机变量. 以上两种

方法在将非正态随机变量转化为正态随机变量

时,需要知道随机变量的概率分布函数( CDF)或

概率密度函数( PDF) .在实际工程中,由于统计数

据的缺乏,使得有些随机变量的 CDF/ PDF 是未

知的,而仅仅可以用统计的方法来求得其前几阶

矩.在这种情况下,用以上两种方法就无法将非正

态随机变量转化为正态随机变量.

另外,当前对可靠性鲁棒设计方法的研究,还

仅仅是对结构强度可靠性鲁棒设计方面的研究工

作
[ 9�10]

,但有一些工程结构具有足够的强度、刚

度,却不一定能安全可靠地工作,而稳定破坏则是

其主要失效模式.因此,将稳定可靠性理论和鲁棒

设计方法相结合, 对稳定可靠性鲁棒计方法进行

深入研究不仅具有重要的理论价值, 而且也具有

十分重要的工程实际意义.本文结合可靠性设计

理论和鲁棒设计方法, 采用随机摄动方法、Edge�
w o rth级数方法及相应的经验修正公式, 提出了

不完全概率信息的的压杆稳定可靠性鲁棒设计方

法,讨论了压杆的稳定可靠度对设计参数的变化

是否敏感的问题, 发展了不完全概率信息的压杆

稳定可靠性鲁棒设计理论.

1 � 可靠性设计

可靠性设计的一个目标是计算可靠度

R =�g(X ) > 0
f X (X) dX ( 1)

式中 f X (X)为基本随机参数向量 X= ( X 1 � X 2 �

 � X n)
T 的联合概率密度, 这些随机参数代表载

荷、零部件的特性等随机量. g (X)为状态函数,可

表示零部件的两种状态

g( X) ! 0 � 为失效状态

g( X) > 0 � 为安全状态
( 2)

� � 根据可靠性的干涉理论, 结构的稳定破坏问

题可以定义为结构的轴向载荷超过了不使结构失

稳的临界力,那么结构稳定可靠性分析中的状态

函数 g( X)方程可以写成

g( X) = Fcr - F ( 3)

式中 F 为结构的轴向载荷, Fcr为不使结构失稳的

临界力.

把随机参数向量 X和状态函数g (X)表示为

X = X d + �X p ( 4)

g(X) = gd(X) + �g p( X) ( 5)

这里 �为一小参数, 下标为 d的部分表示随机参

数中的确定部分,下标为 p的部分表示随机参数

中的随机部分,且具有零均值.显然这里要求随机

部分要比确定部分小得多.对上面两式取均值、方

差、三阶矩和四阶矩,有

�g = E[ g(X) ] = g = gd(X) ( 6)

 
2
g = Var[ g (X) ] =

 gd(X)
 X T

[ 2]

Var (X) ( 7)

!g = C3[ g( X) ] =
 gd( X)
 XT

[ 3]

C3( X) ( 8)

∀g = C4[ g(X) ] =
 gd(X)
 X T

[ 4]

C4(X) ( 9)

式中 Var(X) , C3(X) , C4(X)为基本随机参数的方

差、三阶矩和四阶矩向量. ( ∀ )
[ k]

= ( ∀ )
[ k- 1] !

( ∀ ) = ( ∀ ) ! ( ∀ ) !  ! ( ∀ )为( ∀ )的 Kronecker

幂, 符号 ! 代表 Kronecker 积, 定义为 ( A) p # q !
(B) s # t = [ aij B] ps # qt .

可靠性指标定义为

#=
�g

 g
=

E[ g( X) ]

Var[ g(X) ]
( 10)

� � 在基本随机参数向量 X 服从正态分布时,可

以获得可靠度的一阶估计量

R = ∃( #) ( 11)
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式中 ∃( ∀ )为标准正态分布函数.

根据 Edgew orth级数方法, 可以把服从任意

分布的标准化了的随机变量的概率分布函数近似

地展开成为标准正态分布函数,即

F( y ) = ∃( y ) - %( y )

1
6
!g

 
3
g
H 2 ( y ) +

1
24

∀g

 
4
g

- 3 H 3( y) +

1
72

!g

 
3
g

2

H 5 ( y ) +  ( 12)

H j ( y )为 j 阶 H er mite 多项式,其递推关系为

H j+ 1( y ) = yH j ( y ) - jH j- 1( y )

H 0( y ) = 1, H 1( y ) = y
( 13)

据此结构件的可靠度为

R(#) = P[ g(X) > 0] = 1- F(- #) ( 14)

� � Edgew orth 级数[ 13] 可以任意精确地逼近随

机参数的真实分布, 但通常取级数的前四项即可

得到较好的近似.用上式计算可靠度时,有时会出

现 R> 1的情况. 根据计算实践表明,当有 R > 1

情况出现时,采用下述经验修正公式 [ 3]要比使用

Edgew orth 级数所获得的计算结果更接近于

Monte Carlo 数值模拟结果,当没有 R> 1情况出

现时, Edgew or th 级数可以获得足够精确的解.

R
*

( #) = R( #) -

R( #) - ∃( #)
{ 1+ [ R( #) - ∃( #) ] #}

# ( 15)

2 � 稳定可靠性灵敏度设计

结构的稳定可靠度对基本随机参数向量 X

均值和方差的灵敏度为

DR

D X
T

=
 R(#)
 #

 #
 �g

 �g

 X T
( 16)

DR
DV ar( X)

=
 R (#)
 #

 #
  g

+
 R(#)
  g

  g

 Var( X)

( 17)

式中

 R( #)
 #

= %(- #) 1- #
1
6

!g

 
3
g
H 2(- #) +

1
24

∀g

 
4
g

- 3 H 3 (- #) +
1
72

!g

 
3
g

2

H 5(- #) -

1
3

!g

 
3
g
H 1(- #) +

1
8

∀g

 
4
g

- 3 H 2(- #) +

5
72

!g

 
3
g

H 4 (- #) ( 18)

 #
 �g

=
1
 g

( 19)

 #
  g

= -
�g

 
2
g

( 20)

 R(#)
  g

= %(- #) 1
2
!g

 
4
g
H 2(- #) +

1
6
∀g

 5
g
H 3(- #) +

1
12

!
2
g

 
7
g
H 5 (- #) ( 21)

  g

 Var(X)
=

1
2 g

 g
 X !  g

 X ( 22)

� � 把已知条件和可靠性分析的计算结果代入公
式( 16)和 ( 17) , 就可以获得可靠性灵敏度 DR/

D X
T和 DR/ DVar( X) .

当用 Edgew orth级数估算构件的可靠度出现

R> 1的情况时,根据计算实践表明,采用经验修正

公式( 15)要比使用 Edgeworth 级数所获得的计算

结果更接近于 Monte Carlo 数值模拟结果, 而所得

的分布函数曲线也是在[ 0, 1]范围内单调的.可见,

当R> 1时,应用经验修正公式的导数来替换公式

( 16)和( 17)中的 R(#) /  #会比直接使用公式( 16)

和( 17)所获得的结果更加精确.当有 R> 1情况出

现时,对可靠性指标 #的灵敏度为

 R
*

 # =
 R (#)
 # +

 R( #)
 # - %( #) #( #- 1) [ R( #) - ∃( #) ] - 1

{ 1 + [ R(#) - ∃(#) ] #}
#+ 1 +

[ R( #) - ∃(#) ] ( { 1 + [ R(#) - ∃(#) ] #} ln{ 1 + [ R(#) - ∃(#) ] #} + [ R( #) - ∃( #) ] #)
{ 1 + [ R( #) - ∃( #) ] #} #+ 1 ( 23)

3 � 稳定可靠性鲁棒设计

结构稳定可靠性鲁棒设计问题可以用如下的

数学模型来表示,即

min � f ( X) = ∃
n

k = 1
w kf k (X)

s. t . � R - R0 % 0, qi ( X) % 0 � ( i = 1,  , l)

( 24)

式中 w k 为分目标函数 f k ( X)的加权因子, w k %

0,其值决定于各目标函数的数量级及重要程度,

本文采用的是加权组合法中的像集法[ 1]来确定加

权因子 w k .取两个分目标函数, 其一 f 1 ( X)为结

构的重量,其二 f 2( X)为结构的稳定可靠度对设

计参数向量 x= ( x 1 � x 2 �  � x n)
T 均值的灵敏

度的平方和然后再开方. R0 为给定应满足要求的

可靠度, qi ( X)为不等式约束.
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4 � 数值算例

图 1所示为承受轴向载荷的空心压杆的计算

简图
[ 1 �2]

.基本随机变量向量 X= [ E d t L F ]
T
,

其中 E, d, t , L , F 分别表示弹性模量、压杆截面中

径、截面厚度、压杆的长度和载荷力. 载荷 F 是服

从任意分布的随机变量, 其前四阶矩为 ( F) =

( 4� 499 7 # 10
3

N , 4� 512 7 # 10
2

N , 1� 046 9 # 10
8

N 3
, 2� 238 7 # 1011 N 4

) ;其他随机变量均服从正态

分布,其均值和标准差分别为 ( E ) = ( 203 000,

5 860) MPa, ( L ) = ( 2 500, 12� 5) m m. 设所要求

的可靠度 R0 = 0� 999, 试用稳定可靠性鲁棒设计

方法设计此压杆的截面的几何尺寸 d和 t .

图 1 � 压杆结构

F ig. 1� Structure o f compressive bar

首先,建立目标函数:

( 1) 要求压杆的重量最轻,即求截面 A 的面

积为最小 f 1 (x) ; ( 2) 要求压杆的可靠度对设计

变量 x= [ x 1 � x 2 ]
T
均值的灵敏度为最小 f 2( x) ,

分别为

f 1(x) = x 1x 2 ,

f 2(x) = ∃
2

i= 1

 R
 x i

2

( 25)

� � 取设计变量为
x = [ x 1 � x 2 ]

T
= [ d � t]

T

� � 第二,建立约束条件:约束条件为

R - R0 % 0, 20 ! x 1 ! 80,

3 ! x 2 ! 8 ( 26)

� � 第三,优化求解: 选取初值 d= 23� 5 mm , t=

4 m m,求得压杆设计处截面的最小尺寸为

d= 26. 993 25 m m, t= 3. 000 428 mm

依据此可靠性鲁棒设计的结果,计算得此压

杆的可靠性指标、可靠度和可靠性灵敏度以及可

靠度的相对误差分别为

#= 5. 870 907, RE = 0. 999 999 3,

RMCS= 0. 999 9

DR / D x
T

=
 R

 d

 R

 t
=

5. 034 # 10- 6

1. 559 # 10- 5

T

�R=
R

*
- R MCS

RMCS
=

0� 999 999 3- 00� 999 9
0� 999 9 = 0� 009 93%

这里 RE 是用 Edgew orth 级数计算得到的可靠

度, R
* 是用经验修正公式计算得到的可靠度,

RMCS是用 Monte Carlo 模拟技术计算得到的可靠

度, �R 是可靠度的相对误差.

从以上计算结果可以看出压杆的可靠性指标

#和可靠度R = ∃( #)愈大, R 随 #变化愈平缓,其

可靠性灵敏度的数量值愈小, 即斜率愈低,也就是

说设计参数的变化对压杆的可靠性影响愈不敏

感,即愈稳健.

5 � 结 � 论

本文提出了一种计算压杆稳定可靠性鲁棒设

计的数值方法,建立了压杆稳定可靠性鲁棒设计

的数学模型.本数值方法在随机参数前四阶矩已

知的情况下,放松了对随机参数的分布概型的限

制,使之更接近于工程实际中的结构可靠性问题.

数值算例表明该方法是解决不完全概率信息的工

程结构件稳定可靠性鲁棒设计问题的一种实用有

效的数值方法.
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